
Zusammenfassung Untermannigfaltigkeiten
Im Folgenden gilt
• 𝑑: Dimension der Untermannigfaltigkeit
• 𝑛: Dimension des Raumes ℝ𝑛, in dem die Untermannigfaltigkeit lebt

Die Spalte “Gültigkeit” enthält nicht alle hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit der Aussagen, sondern lediglich jene, die für typische Anwendungen in
Übungsaufgaben und Prüfungen nützlich sind. Die vollständigen Sätze sind im Vorlesungsskript von Herrn Ziltener zu finden.

Ich gebe keine Garantie für die Korrektheit dieser Zusammenfassung. Fehler passieren leider. Falls du einen findest, bitte bei mir melden (Nicola Bruhin,
nbruhin@ethz.ch).

Global Parametrisierte Untermannigfaltigkeiten

Name Math. Ausdruck Beispiel Gültigkeit

Definition
𝑀 = 𝜓(𝑉 ) = {𝜓(𝑦) ∈ ℝ𝑛 | 𝑦 ∈ 𝑉 }

𝑉 ⊂ ℝ𝑑, 𝜓 : 𝑉 → ℝ𝑛

𝑀1 =
{{
{
{{

(
((
( 𝑦1

𝑦2
𝑦21 + 𝑦22)

))
) ∈ ℝ3

|
|
|
|
𝑦21 + 𝑦22 < 1

}}
}
}}

𝑉 = 𝐵21 (0) ⊂ ℝ2, 𝜓(𝑦) =
(
((
( 𝑦1

𝑦2
𝑦21 + 𝑦22)

))
)

𝜓 ist Einbettung

Tangentialraum 𝑇𝑥𝑀 = im(𝐷𝜓(𝜓−1(𝑥)))

𝐷𝜓(𝑦) = (
1
0
2𝑦1

0
1
2𝑦2
), 𝜓−1(𝑥) = (𝑥1𝑥2)

𝑇𝑥𝑀1 = im
(
((
( 1
0
2𝑥1

0
1
2𝑥2)
))
)

=
{{
{
{{

(
((
( 1
0
2𝑥1

0
1
2𝑥2)
))
) ⋅ (𝑣1𝑣2

)
|
||
|
𝑣 ∈ ℝ2

}}
}
}}

immer

intrinsischer
Rand

𝜕𝑀 = 𝜓(𝜕𝑉 )

𝜕𝑀1 = 𝜓(𝑆11(0)) =
{{
{
{{

(
((
( 𝑦1

𝑦2
𝑦21 + 𝑦22)

))
)

|
|
|
|
𝑦 ∈ 𝑆11(0)

}}
}
}}

=
{{
{
{{

(
((
(𝑦1𝑦2
1 )
))
)

|
||
|
𝑦21 + 𝑦22 = 1

}}
}
}}

immer

Orientierung 𝑇 (𝑥) =
∇𝜓(𝜓−1(𝑥))
‖∇𝜓(𝜓−1(𝑥))‖ nicht anwendbar, da 𝑑 ≠ 1 (𝑑 = 2) 𝑑 = 1

Koorientierung
(Einheitsnormalen-
vektorfeld)

𝜈(𝑥) =
𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))
‖𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))‖

𝐷1𝜓(𝑦) × 𝐷2𝜓(𝑦) =
(
((
( 1
0
2𝑥1)
))
)×

(
((
( 0
1
2𝑥2)
))
)

=
(
((
(−2𝑥1−2𝑥2

1 )
))
)

𝑛 = 3
𝑑 = 2

Integrale

allgemeines
Integral

∫
𝑀
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= ∫
𝑉
𝑓(𝜓(𝑦))√det(𝐷𝜓(𝑦)⊤𝐷𝜓(𝑦)) 𝑑𝑦

det(𝐷𝜓(𝑦)⊤𝐷𝜓(𝑦))) = det
(
((
((10

0
1
2𝑦1
2𝑦2
) ⋅
(
((
( 1
0
2𝑦1

0
1
2𝑦2)
))
)

)
))
)

= det(1 + 4𝑦
2
1

4𝑦1𝑦2
4𝑦1𝑦2
1 + 4𝑦22

)

= 4𝑦21 + 4𝑦22 + 1

∫
𝑀1

𝑥3 𝑑𝑥 = ∫
𝐵21(0)

(𝑦21 + 𝑦22)√4𝑦21 + 4𝑦22 + 1 𝑑𝑦

= ∫
2𝜋

0
∫
1

0
𝑟2√4𝑟2 + 1 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑

= … =
𝜋(25

√
5 + 1)
60

immer

Substitutionsregel ∫
𝑀
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫

𝑉
𝑓(𝜓(𝑦)) |det(𝐷𝜓(𝑦))| 𝑑𝑦 nicht anwendbar, da 𝑛 ≠ 𝑑 (𝑛 = 3, 𝑑 = 2) 𝑛 = 𝑑
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Name Math. Ausdruck Beispiel Gültigkeit

∫
𝑀
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥

= ∫
𝑉
𝑓(𝜓(𝑦)) ‖𝐷1𝜓(𝑦) × 𝐷2𝜓(𝑦)‖ 𝑑𝑦

∫
𝑀1

𝑥3 𝑑𝑥 = ∫
𝐵21(0)

(𝑦21 + 𝑦22) ⋅
‖
‖‖
‖

(
((
(−2𝑦1−2𝑦2
1 )
))
)

‖
‖‖
‖
𝑑𝑦

= ∫
𝐵21(0)

(𝑦21 + 𝑦22)√4𝑦21 + 4𝑦22 + 1 𝑑𝑦

= … =
𝜋(25

√
5 + 1)
60

𝑛 = 3
𝑑 = 2

Reguläre Niveauflächen (durch Submersionen definierte Untermannigfaltigkeiten)

Name Math. Ausdruck Beispiel Gültigkeit

Definition
𝑀 = 𝑔−1(0) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 | 𝑔(𝑥) = 0}

𝑔 : ℝ𝑛 → ℝ𝑛−𝑑
𝑀2 = {𝑥 ∈ ℝ2 | 𝑥21 + 𝑥22 = 1}

𝑔(𝑥) = 𝑥21 + 𝑥22 − 1

0 ist regulärer
Wert von 𝑔 (d.h. 𝑔
ist Submersion
auf 𝑀 )

Tangentialraum 𝑇𝑥𝑀 = ker(𝐷𝑔(𝑥))
𝑇𝑥𝑀2 = ker(2𝑥1 2𝑥2) = {𝑣 ∈ ℝ2 | (2𝑥1 2𝑥2)𝑣 = 0}

= {𝑣 ∈ ℝ2 | 𝑥1𝑣1 + 𝑥2𝑣2 = 0}
immer

(positive)
Orientierung

𝑇 : ℝ𝑛 → ℝ𝑛

wobei ∀𝑥 ∈ 𝑀

∇𝑔(𝑥) ⋅ 𝑇 (𝑥) = 0
‖𝑇 (𝑥)‖ = 1

(det[∇𝑔(𝑥), 𝑇 (𝑥)] > 0)

∇𝑔(𝑥) ⋅ 𝑇 (𝑥) = 0 ⟹ 2𝑥1𝑇1(𝑥) + 2𝑥2𝑇2(𝑥) = 0

⟹ 𝑇(𝑥) = 𝑐(𝑥) ⋅ ( 𝑥2−𝑥1
)

‖𝑇 (𝑥)‖ = 1 ⟹ 𝑇(𝑥) = ± 1
‖𝑥‖
( 𝑥2−𝑥1

)

(det[∇𝑔(𝑥), 𝑇 (𝑥)] > 0⟹ 𝑇(𝑥) = 1
‖𝑥‖
(−𝑥2𝑥1

))

𝑑 = 1
(𝑛 = 2)

nach aussen
weisende
Koorientierung
(Einheitsnormalen-
vektorfeld)

𝜈(𝑥) = ∇𝑔(𝑥)
‖∇𝑔(𝑥)‖

𝜈(𝑥) = 1
√(2𝑥1)

2 + (2𝑥2)
2
(2𝑥12𝑥2

) = 𝑥
‖𝑥‖ 𝑛 − 𝑑 = 1

Integralsätze

Name Math. Ausdruck Beispiel Gültigkeit

Satz von Gauss ∫
𝑈
∇ ⋅ 𝑋 𝑑𝑥 = ∫

𝜕𝑈, 𝜈
𝑋 ⋅ 𝑑𝐴 (= ∫

𝜕𝑈
𝑋 ⋅ 𝜈 𝑑𝐴)

∫
𝑆11(0), 𝜈

(𝑥1𝑥2
) ⋅ 𝑑𝐴 = ∫

𝐵21(0)
∇ ⋅ (𝑥1𝑥2

) 𝑑𝑥

= ∫
𝐵21(0)

2 𝑑𝑥 = 2𝜋

𝑛 − 𝑑 = 1

• 𝜈 nach aussen
weisende
Koorientierung

Satz von Stokes

∫
Σ,𝜈
(∇ ×𝑋) ⋅ 𝑑𝐴 (= ∫

Σ
(∇ ×𝑋) ⋅ 𝜈 𝑑𝐴)

= ∫
𝜕Σ,𝑇

𝑋 ⋅ 𝑑𝑠 (= ∫
𝜕Σ
𝑋 ⋅ 𝑇 𝑑𝑠)

∫
𝑀1, 𝜈(

((
(∇×

(
((
(−𝑥2𝑥1
𝑒𝑥1 )
))
)

)
))
) ⋅ 𝑑𝐴

= ∫
𝜕𝑀1, 𝑇(

((
(−𝑥2𝑥1
𝑒𝑥1 )
))
) ⋅ 𝑑𝑠

= ∫
𝑆11(0)×{1}(

((
(−𝑥2𝑥1
𝑒𝑥1 )
))
) ⋅
(
((
(−𝑥2𝑥1
0 )
))
) 𝑑𝑠

= ∫
𝑆11(0)×{1}

(𝑥21 + 𝑥22) 𝑑𝑠

= ∫
𝑆11(0)×{1}

1 𝑑𝑠 = 2𝜋

𝑛 = 3
𝑑 = 2

• 𝑇  ist durch 𝜈
induzierte
Orientierung

Satz von Green ∫
𝑈
∇×𝑋 𝑑𝑥 = ∫

𝜕𝑈,𝑇
𝑋 ⋅ 𝑑𝑠 (= ∫

𝜕𝑈
𝑋 ⋅ 𝑇 𝑑𝑠)

∫
𝑆11(0), 𝑇

(𝑥2𝑥1
) ⋅ 𝑑𝑠 = ∫

𝐵21(0)
∇×(𝑥2𝑥1

) 𝑑𝑥

= ∫
𝐵21(0)

(𝜕1𝑥1 − 𝜕2𝑥2) 𝑑𝑥

= ∫
𝐵21(0)

0 𝑑𝑥 = 0

𝑛 = 2
𝑑 = 1

• 𝑇  positive
Orientierung
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