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Figure 1: Visualisierung der Helikoide H.*

3.A1

Wir verwenden den Satz “Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit” aus dem Vorlesungsskript
von Herrn Ziltener.

H=yV), V:i=(-11)x (—m,mx),

ucos(v)
Y:V =R (u,v) = | usin(v)
v

V ist eine offene Menge, da sie das kartesische Produkt zweier offener Intervalle ist.

1 ist eine Einbettung:
« 9 € C*°, denn alle Komponenten sind Produkte aus glatten Funktionen
« 1) ist eine Immersion:

cos(v) —usin(v)
Diyp(u,v) = | sin(v) wcos(v)
0 1

Die Spalten von D1 sind linear unabhéangig fur jedes (u,v) € V. D1 ist also injektiv.
+ 1) ist injektiv:

Seien (uq,vy), (ug, vy) € V mit ¥(uy,v;) = (uq,vy). Es gilt also

uy cos(v;) Uy €08 (vy)
uy sin(vy) | = | ugsin(vy)
U1 U2

und deshalb v; = v, und u; = u,y, womit die Aussage gezeigt ist.
o ! ist stetig:

Wir iiberpriifen zuerst, dass das ¥~!, dass im Tipp gegeben ist tatsichlich die Inverse von 4 ist.
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P2y, X9, T3) = (21 COS(23) + o sin(z3), T3)
Es gilt also
P (W(u,v)) = Y~ (ucos(v), usin(v),v)
_ (u cos(v) cos(v) + usin(v) sin(v))

v

o v

-2

1! ist zusammengesetzt aus C°°-Funktionen, also sogar C°°, was die Stetigkeit (¢! € C?)

B (u(cos2(v) + sinz(v))>

impliziert.
Die Dimension von H ist 2, denn V C R2.

3.A2

Wir erhalten eine Koorientierung von H durch

Dyyp(¢~! (z)) x Dygp(¢—" (x))

") = 1D, (61 (@)) x Db T (@))]
Wir bestimmen zuerst
cos(v) —u sin(v) sin(v)
D, ¢(u,v) X Dyp(u,v) = | sin(v) | x | wcos(v) | = | —cos(v)
0 1 U
und erhalten
sin(zs)
Dyyp(¢p1(z)) x Dyp(yp(z)) = —cos(z3)

x1 cos(zg) + T4 sin(zs)
Schliesslich folgt
v (m) — Dlw(wil(x)) X D2¢(,¢}71($)>
' D1 (¢~ (2)) x Dygp(yp= ()]
1 sin(z4)

_ - —cos(z3)
\/Sin2 (z3) + cos?(x3) + (x4 cos(z3) + o sin(z3))” \ z; cos(z3) + x, sin(z;)

1 sin(zs)
= = —cos(z3)
V1 + (21 cos(zs) + o, sin(z,)) x, cos(z3) + T4 sin(z3)

Die zweite Koorientierung von H ist vy := —v;.

3.A3

Der Tangentialraum von H an einer Stelle z ist gegeben durch



T,H = im(Dy(¢(x)))
= im(Dy(z, cos(z3) + @5 sin(zs), T3))
(cos(z ) —(@q cos(x3) + Ty sin(zy)) Sin(l‘g))

n(zs) (xqcos(zg)+ a:2lsln(x3)) cos(zs)

0
cos —(z1 cos(z3) + x4 sin(xy)) sin(zy)
= spany | sin(zg) |, | (z;cos(z3) + a:21sm(a:3)) cos(x3)

/ f(z) dA, f(z) =1+ + 23
H

Dazu vereinfachen wir zuerst

3.A4

Wir suchen

/H f@) dA = /V F(@(u, v))/det(Dy(w, 0)T Dy, 0)) d(u,v)
_ /_ 11 /_ : Fb(u, ) Jdet((zosigf()v) ;222) ‘f) (Z?%(:j; JZZ}T}S,?)) dv du
:/11 /Zf(w(u,v))\/det((l) H?UQ) dv du

=/11\/1+7/:f(¢(u,v))dvdu

Ausserdem gilt f(¢(u,v)) = V1 + u?. Wir berechnen nun das Integral:

/Hf(””> dd = /_11 m/_:f(df(u,v)) dvdu

1 T
:/ (1+u2)/ 1 dvdu
-1 —T

1
:277/ (14 u?) du
1
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