
Lösung 3

𝐻 =
{{
{
{{

(
((
(𝑢cos(𝑣)𝑢 sin(𝑣)

𝑣 )
))
) ∈ ℝ3

|
||
|
𝑢 ∈ (−1, 1), 𝑣 ∈ (−𝜋, 𝜋)

}}
}
}}
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Figure 1:  Visualisierung der Helikoide 𝐻 .¹

3.A1
Wir verwenden den Satz “Charakterisierung einer Untermannigfaltigkeit” aus dem Vorlesungsskript
von Herrn Ziltener.

𝐻 = 𝜓(𝑉 ), 𝑉 ≔ (−1, 1) × (−𝜋, 𝜋),

𝜓 : 𝑉 → ℝ3, 𝜓(𝑢, 𝑣) ≔
(
((
(𝑢cos(𝑣)𝑢 sin(𝑣)

𝑣 )
))
)

𝑉  ist eine offene Menge, da sie das kartesische Produkt zweier offener Intervalle ist.

𝜓 ist eine Einbettung:
• 𝜓 ∈ 𝐶∞, denn alle Komponenten sind Produkte aus glatten Funktionen
• 𝜓 ist eine Immersion:

𝐷𝜓(𝑢, 𝑣) =
(
((
(cos(𝑣)sin(𝑣)

0

−𝑢 sin(𝑣)
𝑢 cos(𝑣)
1 )

))
)

Die Spalten von 𝐷𝜓 sind linear unabhängig für jedes (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 . 𝐷𝜓 ist also injektiv.
• 𝜓 ist injektiv:

Seien (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝑉  mit 𝜓(𝑢1, 𝑣1) = 𝜓(𝑢2, 𝑣2). Es gilt also

(
((
(𝑢1 cos(𝑣1)𝑢1 sin(𝑣1)

𝑣1 )
))
) =

(
((
(𝑢2 cos(𝑣2)𝑢2 sin(𝑣2)

𝑣2 )
))
)

und deshalb 𝑣1 = 𝑣2 und 𝑢1 = 𝑢2, womit die Aussage gezeigt ist.
• 𝜓−1 ist stetig:

Wir überprüfen zuerst, dass das 𝜓−1, dass im Tipp gegeben ist tatsächlich die Inverse von 𝜓 ist.

¹von https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Helicoid.svg (18.05.2025)

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Helicoid.svg


𝜓−1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3), 𝑥3)

Es gilt also

𝜓−1(𝜓(𝑢, 𝑣)) = 𝜓−1(𝑢 cos(𝑣), 𝑢 sin(𝑣), 𝑣)

= (𝑢 cos(𝑣) cos(𝑣) + 𝑢 sin(𝑣) sin(𝑣)𝑣 )

= (𝑢(cos
2(𝑣) + sin2(𝑣))
𝑣 )

= (𝑢𝑣)

𝜓−1 ist zusammengesetzt aus 𝐶∞-Funktionen, also sogar 𝐶∞, was die Stetigkeit (𝜓−1 ∈ 𝐶0)
impliziert.

Die Dimension von 𝐻  ist 2, denn 𝑉 ⊂ ℝ2.

3.A2
Wir erhalten eine Koorientierung von 𝐻  durch

𝜈1(𝑥) =
𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))
‖𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))‖

Wir bestimmen zuerst

𝐷1𝜓(𝑢, 𝑣) × 𝐷2𝜓(𝑢, 𝑣) =
(
((
(cos(𝑣)sin(𝑣)

0 )
))
)×

(
((
(−𝑢 sin(𝑣)𝑢 cos(𝑣)

1 )
))
) =

(
((
( sin(𝑣)
− cos(𝑣)
𝑢 )

))
)

und erhalten

𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥)) =
(
((
( sin(𝑥3)

− cos(𝑥3)
𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3))

))
)

Schliesslich folgt

𝜈1(𝑥) =
𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))
‖𝐷1𝜓(𝜓−1(𝑥)) × 𝐷2𝜓(𝜓−1(𝑥))‖

= 1
√sin2(𝑥3) + cos2(𝑥3) + (𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3))

2
(
((
( sin(𝑥3)

− cos(𝑥3)
𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3))

))
)

= 1
√1 + (𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3))

2
(
((
( sin(𝑥3)

− cos(𝑥3)
𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3))

))
)

Die zweite Koorientierung von 𝐻  ist 𝜈2 ≔ −𝜈1.

3.A3
Der Tangentialraum von 𝐻  an einer Stelle 𝑥 ist gegeben durch



𝑇𝑥𝐻 = im(𝐷𝜓(𝜓−1(𝑥)))
= im(𝐷𝜓(𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3), 𝑥3))

= im
(
((
(cos(𝑥3)sin(𝑥3)

0

−(𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3)) sin(𝑥3)
(𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3)) cos(𝑥3)

1 )
))
)

= span
{{
{
{{

(
((
(cos(𝑥3)sin(𝑥3)

0 )
))
),
(
((
(−(𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3)) sin(𝑥3)(𝑥1 cos(𝑥3) + 𝑥2 sin(𝑥3)) cos(𝑥3)

1 )
))
)

}}
}
}}

3.A4
Wir suchen

∫
𝐻
𝑓(𝑥) 𝑑𝐴, 𝑓(𝑥) ≔ √1 + 𝑥21 + 𝑥22

Dazu vereinfachen wir zuerst

∫
𝐻
𝑓(𝑥) 𝑑𝐴 = ∫

𝑉
𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣))√det(𝐷𝜓(𝑢, 𝑣)𝑇𝐷𝜓(𝑢, 𝑣)) 𝑑(𝑢, 𝑣)

= ∫
1

−1
∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣))

√

√√
√√
det
(
((
(( cos(𝑣)
−𝑢 sin(𝑣)

sin(𝑣)
𝑢 cos(𝑣)

0
1)
(
((
(cos(𝑣)sin(𝑣)

0

−𝑢 sin(𝑣)
𝑢 cos(𝑣)
1 )

))
)

)
))
) 𝑑𝑣 𝑑𝑢

= ∫
1

−1
∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣))√det(10

0
1 + 𝑢2) 𝑑𝑣 𝑑𝑢

= ∫
1

−1

√1+ 𝑢2∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣)) 𝑑𝑣 𝑑𝑢

Ausserdem gilt 𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣)) =
√
1 + 𝑢2. Wir berechnen nun das Integral:

∫
𝐻
𝑓(𝑥) 𝑑𝐴 = ∫

1

−1

√1+ 𝑢2∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝜓(𝑢, 𝑣)) 𝑑𝑣 𝑑𝑢

= ∫
1

−1
(1 + 𝑢2)∫

𝜋

−𝜋
1 𝑑𝑣 𝑑𝑢

= 2𝜋∫
1

−1
(1 + 𝑢2) 𝑑𝑢

= 2𝜋[𝑢 + 1
3
𝑢3]

𝑢=1

𝑢=−1

= 2𝜋(1 + 1
3
− (−1 − 1

3
))

= 2𝜋(4
3
+ 4
3
)

= 16
3
𝜋
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