Analysis I & 11

m Z [j r i C h Prof. Tristan Riviere

15. August 2023

Aufgabe 5

Gegeben sei die Funktion

fR* =R, f(r,y)=ay—2*+4y
und das folgende Gebiet in R?

D={(r,y) eR* | 2 <y < 1}.

5.A1 [1 Punkt] Skizzieren Sie das Gebiet D.

5.A2 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f im Inneren von D

Wir betrachten nun den Rand 0D von D.

5.A3 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extrema auf dem Randstiick

{(zy) eR* | —1<a <1, y=1}

5.A4 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extrema auf dem Randstiick

{(z,y) eR* | —1<z <1, y=27}

5.A5 [1 Punkt] Was ist das globale Maximum und das globale Minimum von f auf D?

Hinweis: Denken Sie daran auch die Punkte in D zu erwégen, welche nicht in einem der
Randstiicke aus den beiden vorherigen Teilaufgaben enthalten sind, also die Eckpunkte von D.
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Aufgabe 5

Gegeben sei die Funktion

fR* =R, f(r,y)=ay—2*+4y
und das folgende Gebiet in R?

D={(r,y) eR* | 2 <y < 1}.

5.A1 [1 Punkt] Skizzieren Sie das Gebiet D.

Losung:

5.A2 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle kritischen Punkte von f im Inneren von D

Losung:

Das Differential von f ist
Die kritischen Punkte befinden sich bei df (x,y) = 0, also bei (z,y), sodass
y—2x=0
r+4=0

Losen dieses Gleichungssystems ergibt (—4, —8) als einziger kritischer Punkt von f. Da dieser
Punkt nicht in D liegt, hat f keine kritischen Punkte im Inneren von D.

Wir betrachten nun den Rand 0D von D.

Seite 18 von 25



Analysis I & 11

m Z [j r i C h Prof. Tristan Riviere

15. August 2023

5.A3 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extrema auf dem Randstiick

{(zy) eR* | —1<a <1, y=1}

Losung:

Wir parametrisieren dieses Randstiick durch
v =Ll R () = (1)
Dann ist f entlang des Randstiicks gegeben durch
fy@) = —t* +t+4
Die kritischen Punkte dieser Funktion sind bestimmt durch £ f(~(¢)) = 0, also

—2t+1=0

Der einzige kritische Punkt ist somit bei ¢ = 1. Dies entspricht in R? dem Punkt v(3) = (1, 1),

2 )
welcher somit ein Kandidat fur ein Extrema ist.

Alternativ kann man auch die Lagrange-Multiplikator Methode verwenden. Die Nebenbedin-
gung ist gegeben durch g(z,y) = 0 mit g(x,y) = 1 — y. Wir fithren die Variable A ein und
berechnen

fla,y) + Agla,y) = a2y — 2 + (4 = Ny +

Das Differential lautet

d(f(w,y) + Ag(x,9) = (y— 20, 2+ (4= N))

Die kritischen Punkte von f auf y = 1 sind also gegeben durch

y—2x=0
r+(4—-X)=0
1—y=0

Die erste und dritte Gleichung zusammen liefern sofort x = %, y = 1. Die zweite Gleichung
ist dann durch X = 3 erfillt. Also ist (3, 1) Kandidat fiir ein Extrema.

5.A4 [2 Punkte] Bestimmen Sie alle Kandidaten fiir Extrema auf dem Randstiick

{(z,y) eR* | —1<z <1, y=27}

Losung:
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Wir parametrisieren dieses Randstiick durch
7:]_171[_)R27 ’Y(t) = (tatQ)

Einsetzen in f ergibt
fy(1) =7+ 3¢

Wieder sind die kritischen Punkte von f entlang dem Randstiick bestimmt durch £ f(v(t)) =
0, also
32+ 6t =0

Diese Gleichung hat zwei Losungen: ¢ = 0 und ¢ = —2. Dies entspricht in R? den Punkten
~7(0) = (0,0) und v(—2) = (—2,4). Wir bemerken, dass (—2,4) nicht in D liegt, hingegen
(0,0) schon. Somit ist (0,0) Kandidat fiir ein Extrema in D.

Alternativ kann man auch die Lagrange-Multiplikator Methode verwenden. Die Nebenbedin-
gung ist gegeben durch g(x,y) = 0 mit g(z,y) = 2? — y. Wir fithren die Variable A ein und
berechnen

flz,y) + Aglz,y) =ay — (1= N2*+ (4= Ny
Das Differential lautet

d(f(z,y) + Ag(z,y) = (y— 201 = Nz, 2 + (4 — X))
Die kritischen Punkte von f auf y = 22 sind also gegeben durch
y—2(1=XNzx=0
r+(4—-XN)=0
2 —y=0
Die ersten zwei Gleichungen ergeben z = A — 4 und y = 2(1 — A\)(A — 4). Eingesetzen in die

dritte Gleichung gibt
A—=4)?=2(1-N(\—4)

Eine Losung ist gegeben durch A = 4 und somit (z,y) = (0,0). Falls A # 4, kénnen wir (A —4)
kiirzen und erhalten

A—4=2(1-N),
also A = 2. Dies entspricht dem Punkt (z,y) = (—2,4).

5.A5 [1 Punkt] Was ist das globale Maximum und das globale Minimum von f auf D?

Hinweis: Denken Sie daran auch die Punkte in 0D zu erwéigen, welche nicht in einem der
Randstiicke aus den beiden vorherigen Teilaufgaben enthalten sind, also die Eckpunkte von D.

Losung:
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Wir haben als Kandidaten die Punkte (0,0) und (3,1) gefunden. Zusitzlich miissen wir noch
die Eckpunkte bei (—1,1) und (1, 1) erwégen. Einsetzen in f ergibt

f0,00=0, fEny=apil

9 4 Z> f(_lal) :27 f(1,1)24

Wir sehen, dass das globale Maximum 1{ bei (3, 1) ist, und das globale Minimum 0 bei (0, 0)
ist.
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