Losungen Taylorentwicklung

Priifungsaufgabe aus dem FS23:

1.MC24 [1 Punkt] Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
[ RS R, f(z,y) = *
Y

um den Punkt (0,1).

(A) Tof((z,y); (0.1)) =142 —(y—1)
(B) Taf((z,y):(0,1)) =2 —x(y — 1)

(C) Tof((2,9):(0.1)) =2 + 2% —ay

(D) Tof((z,4):(0,1)) =2z — 2? — (y — 1)°
Losung:

Lf((z,9):(0,1) =z —z(y — 1)

Ubungsaufgabe aus dem FS23: (siehe folgende Seiten)



10.1. Taylorentwicklung in 2D

(a) Man bemerke, dass man alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung ausrech-
nen kann und dass diese stets aus Produkten, Quotienten und Kompositionen stetiger
Funktionen wie Polynomen, der Exponentialfunktion oder auch Briichen mit Nenner,
welcher ein Polynom ohne reelle Nullstellen ist, bestehen. Daher sind alle partiellen
Ableitungen stetig und somit f € C*°(R?), was genau die gesuchte Aussage ist.

(b) Wir berechnen die Taylorentwicklung direkt. Alternativ konnte man die Potenzreihen-
Entwicklungen der Summanden betrachten und so auf die korrekte Losung kommen.

Zuerst ist klar, dass:

f(0,0) =1
Zudem:
Ouf(x,y) = 2ze™ TV + 2 + Y
w /N Y) = 1+22 14 22y2
- 22442 X
Oy f(z,y) = 2ye™ ™ + m

Direktes Einsetzen zeigt nun also:
df(0,0) = (0,0)

Wir wenden uns den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung zu:

2(1 + 2?%) — 422 2z°
axz - 2 w2+y2 4 2 x2+y2 —
f(z,y) e + 4x°e + 1+ 22) 1+ 222
1 + ZL’2y2 _ 2$2y2

o :EQ_"_ 2

axyf(xvy) - 41’y6 Y + (1 + x2y2)2
23

o z24q? 2 @242 Yy

Oyy f(z,y) = 2" TV + 4y~e™ Y —m

Dank des Satzes von Schwarz (Satz 7.5.1) wissen wir zudem 0., f(x,y) = Oy f(x,y).
Einsetzen zeigt:

Hessz(0,0) = (11 ;)

Wir miissen nun noch die partiellen Ableitungen dritter Ordnung bestimmen. Diese
verschwinden alle in (0,0), wie wir nun zeigen. Wir miissen nur vier der moglichen
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Permutationen von Ableitungen nach x und y berechnen, die anderen Permutationen
folgen dank der Symmetrie der Ableitungen, also Satz 7.5.1:
22(1 + 22)? — 4x(1 — 2*)(1 + 2?)

Oz f(x,y) = 1276 1Y 4 8a3e™ v 4 2
2031+ 2% — 822 (1 + 2%?)
(14 22y?)*
2 2,2\2 3, 4 2,2
I 0 22 Oxy (1 +2%y?)? — 8%y (1 + 2°y?)
amzyf(‘ruy>_4ye v + 8z ye v — (1+x2y2)4
2 2,2\2 4,3 2,2
a2y 9 o2z 0%y(l+2%y®)” — 8%y’ (1 + 2%y?)
Ouyy f (2, y) = 4we™ ™ + Bry"e™ ™ — (14 22y?)*
3 2,22 5,2 2,2
B 22y g o212 20°(1+2%y?)” — 82’y (1 + 2%y?)
Oyyy f(,y) = 12ye™ " 4 8y’e™ ™" — (1 + 22y2)d

Durch Einsetzen sieht man, dass alle partiellen Ableitungen dritter Ordnung ver-
schwinden. Es folgt daher:

TH(2,): 0,0)) = (0,0) +0,£(0, 003 +0,/(0, 00y + 30,/ (0,0)2?

1 1 1
+ a;tyf(07 O)Iy + §ayyf(07 0)y2 + 6ax;vacf(07 0)1:3 + §azxyf(07 O)ny

1 1
+ §amyyf(0, 0)xy® + 68yyyf(0, 0)y®
=1+22% +zy + 3

(c) Wir setzten y = x und berechnen:
g(x) = f(z,2) = € +1log(1 + 2°) + arctan(z?)

Wir betrachten die drei Summanden separat. Fiir die folgenden Funktionen sind die

Taylor-Entwicklungen um ¢ = 0 bis zweiter Ordnung gegeben durch:
2

t
P14t 4 —
e + +2

t2
log(1+1t) ~t— 3

arctan(t) ~t

Setzen wir nun 2x? bzw. 22 ein fiir ¢, so finden wir also:
4
2 4z
A~ 14207 4+
2
4
y T

log(1 +2%) ~ 2% — 0

arctan(z?) ~ z?
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Dies sind die Taylorpolynome bis 4.Grades. Somit sehen wir aber auch:

g(z) = f(z, )
— ¥ 1 log(1 4 #°) + arctan(z?)
~ 1+ 42® =T, (x;0),

was somit, aufgrund der Linearitat der Taylor-Entwicklung, das Taylorpolynom
dritten Grades von g ist (den z* Term haben wir weggeworfen, da nur nach der
Taylor-Entwicklung bis dritte Ordnung gefragt wurde). Alternativ kann man das
Taylorpolynom direkt durch Ableiten von g(x) finden.

Setzen wir im Taylorpolynom 3.Grades zu f(x,y) nun « = y, so sechen wir:

Tf((x,x); (0,0)) = 1 + 422,

also:
T ((2,2); (0,0)) = T, (;0)

Dies illustriert den Zusammenhang aus Bemerkung 7.5.2.
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