Losungen Differentialgleichungen
Aufgabe 1
a)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung
f"(z) —=3f (z)+2f(x) =0, VzeR
Ist der Losungsraum der Differentialgleichung ein Vektorraum? Falls ja, was ist dessen Dimension?
Losung;:
Charakteristisches Polynom: A2 —3A +2=(A—1)(A—2) =0= X € {1,2}

Die allgemeine Losung ist also

f(z) =cie® +cye®®, c,c0 €ER

Gemass dem Superpositionsprinzip ist das in der Tat ein reeller Vektorraum der Dimension 2.

b)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung

f7(z) =3f () +2f(z) =4z, VzeR

Ist der Losungsraum der Differentialgleichung ein Vektorraum? Falls ja, was ist dessen Dimension?
Losung;:

Wir verwenden die homogene Losung f;..,, aus Teilaufgabe (a). Es bleibt also noch eine partikuldre
Losung f,.,; zu finden. Wir machen den Ansatz f,,,.(z) = ax + b. Es folgt also

dzr = fpart” (z) - 3fpart’ (z) + 2fpart(w)
=0 —3a +2(azx +b)
= 2ax + (2b — 3a)

=>a=2,b=3

= fpart(w) =2z + 3

Die allgemeine Losung ist

f(.’,E) = fhom(x) + fpart(x) = clez + C2€2z +2x+3

Der Losungsraum ist kein Vektorraum, da die Differentialgleichung inhomogen ist.

c)

Losen Sie das Anfangswertproblem
f"(z) —3f (z) +2f(x) =4z, f(0)=0, f'(0)=0
Losung;:

Wir verwenden die allgemeine Losung aus Teilaufgabe (b):



f(z) =cie® +cpe®® + 21+ 3
f(x) = c1e® + 2¢,e%* + 2
Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir das lineare Gleichungssystem

f(()) :Cl+ C2+3:O
f/(0)201+202+2=0

Es sind also ¢; = —4 und ¢, = 1 und damit

f(z) = —4e” +e** + 22+ 3

Aufgabe 2
a)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung

f"(x)+3f"(x)+3f (x) + f(x) =0, VzeR
Ist der Losungsraum der Differentialgleichung ein Vektorraum? Falls ja, was ist dessen Dimension?
Losung;:
Charakteristisches Polynom: A3 +3)\2 + 3\ +1=(A+1)3=0= A= —1
Die allgemeine Losung ist also

f(z) = (a+ bz +cz?)e ™
Gemass dem Superpositionsprinzip ist das in der Tat ein reeller Vektorraum der Dimension 3.
b)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung
7 (x)+3f"(z) +3f (z) + f(z) = —e 2%, VzeR

Ist der Losungsraum der Differentialgleichung ein Vektorraum? Falls ja, was ist dessen Dimension?
Losung;:

Wir verwenden die homogene Losung f; ..., aus Teilaufgabe (a). Es bleibt also noch eine partikuldre
Lésung f,, zu finden. Eine partikuldre Losung die funktioniert, ist

fpart (1’) = 67220

Die allgemeine Losung ist

f(.’E) = fhom(x) + fpart(x) = (a + bx + 01'2)671 + 6721

Der Losungsraum ist kein Vektorraum, da die Differentialgleichung inhomogen ist.

)
Schreiben Sie die Differentialgleichung aus Teilaufgabe (b) als d4quivalente Differentialgleichung 1.
Ordnung unter Verwendung vektorwertiger Funktionen



F'(z) = AF(x) + b(x),
F:R-R AR bh:R—R3
Loésung:

Wir definieren

()
F(z)= | f(z)
[ (x)
Es folgt also
[ () /()
Fl(z) = [ f"(x) | = f"(x)
[ (x) —f(x) =3f(z) = 3f"(x) —e?"
f(z) 0
- | o
@) =3 @) -3 (@) \ e
0 1 0 0
=10 0 1 |[F(z)+ 0
-1 -3 -3 —e~2
0 1 0 0
A=10 0 1 |, b(=z)= 0
-1 -3 -3 —e 2
d)

Losen Sie das Anfangswertproblem

Losung;:

Eine offensichtliche Losung dieses Anfangswertproblems ist

fz)=0 VzeR

Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung linearer, homogener Differentialgleichungen ist diese die
einzige Losung.

Aufgabe 3
a)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung f : R — R der Differentialgleichung
f"(x) + f(x) =0, VzeR

Die Losung soll keine komplexen Zahlen oder komplex-wertigen Funktionen enthalten.



Losung:
Charakteristisches Polynom: A2 +1 =0 = \ = +i

Die allgemeine Losung ist also
f(@) =c1e® +coe™™@, c¢j,c0 ER

Die Losung soll keine komplexen Zahlen oder komplex-wertigen Funktionen enthalten, also
verwenden wir die Eulersche Formel:

e = cos(z) + i sin(z)
Es folgt

= ¢, cos(x

f(@) = e + ¢y
(z ) + ic; sin(z) + ¢y cos(—x) + ic, sin(—x)
= ¢y cos(z) + icy sin(z) + ¢y cos(x) — icy sin(x)
= (¢; + ¢y) cos(z) 4+ i(c; — ¢y) sin(x)

=:aq =:b

Schliesslich erhalten wir also

f(z) = acos(x) + bsin(z), a,beR

b
szsen Sie das Anfangswertproblem
(@) + flx) =0, f(0)=2 f(0)=—-1
Losung;:
Wir verwenden die allgemeine Losung aus Teilaufgabe (a):
f(z) = acos(z)+ bsin(x)
[’ (z) = —asin(z) + bcos(z)
Aus den Anfangsbedingungen erhalten wir
f(0)
f(0)

Die Losung des Anfangswertproblems ist also

a 2
b= -1

f(z) = 2cos(z) — sin(x)
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