Ubungen Woche 8

Flache des Kreises: Variante 1

Wir méchten gerne die Flache des Einheitskreises bestimmen.

BOI= [ 1da
B3(0)

Eine Moglichkeit ist, die Defintion des Integrals und des Kreises zu verwenden.

1,1
/ ldx = / / XB2(0)(2,y) dydz
B2(0) o Yo

Die Funktion x p2(g) ist die Indikatorfunktion des Kreises. Sie ist 1, wenn (z,y) € B?(0) und 0 sonst.
Entsprechend kénnen wir das Integral umschreiben, indem wir Werte ausschlielen, die nicht im

Einheitskreis liegen.
11 1 pVia?
/ / XB2(0) (2, y) dydz = / / 1 dydz
0 Yo 0 Y—v1—z2

Dieses Integral konnen wir jetzt ausrechnen.

1
// 1dydm=/ 2V1 —z2 dx
Vi—a?

/ /1 —sin?(t) cos(t) dt  (Substitution: z = sin(t))

Das ist ein bekanntes Integral, das sich durch partielle Integration 16sen lésst.

/2 cos?(t) dt = [sin(t) cos(t )]t= B /2 sin?(t) dt
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Es folgt also
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Die Flache des Einheitskreises ist also .
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Fliche des Kreises: Variante 2

Eine einfachere Alternative ist, den Einheitskreis in Polarkoordinaten zu beschreiben.
B2(0) = {(rcos(t),rsin(t)) | 0 <r < 1,0 <t <27} = ¥((0,1) x [0,27)) U {0}
Dabei ist ¥ die Abbildung



U : (0,00] x R — R?
U(r,t) := (rcos(t), rsin(t))

Man kann tiberpriifen, dass ¥ ein C°°-Diffeomorphismus ist. Die Substitutionsregel liefert uns also

B2(0)) =/ 1 da
B%(0)

_ / | | det(DU(r, )| drdt
-1 (B}(0))
27 .
cos(t)  sin(t)
/ / L [de t( —rsin(t) rcos(t))| dtdr
27
=/ / r dtdr
o Yo
1
= 27r/ rdr
0

1 r=1
=27 [—r2]
2 r=0
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Satz von Green

Wir méchten das Kurvenintegral

/ X -ds
Sl

X :R?2 - R?
X(l‘,y) = <_y7$)

Wir konnten mithsam die Kurve parametrisieren und das Integral ausrechnen. Viel einfacher ist es

bestimmen.

aber, den Satz von Green zu verwenden. Der Satz von Green besagt, dass

X -ds= / rot X dx
St B3(0)

Die Rotation von rot X ist gegeben durch
rot X =0, X, —9,X,

—1-(-1)
=2

Das Integral vereinfacht sich zu
/ X-ds=/ 2dr =2 |B?(0)] =27
st B}(0)

Wobei wir verwendet haben, dass die Fliche des Einheitskreises |BZ(0)| = 7 ist (siehe obiger
Abschnitt).
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