Immersion, Submersion, Einbettung

Definition: (aus dem Skript von Dr. Ziltener)

Sei z € U ein Punkt, in dem f differenzierbar ist. Wir sagen, dass f im Punkt z eine Immersion ist,
g.dw. Df(z) injektiv ist. Wir sagen, dass f im Punkt  eine Submersion ist, g.d.w. D f(z) surjektiv
ist. Wir sagen, dass f eine Immersion / Submersion ist, g.d.w. f in jedem Punkt eine Immersion /

Submersion ist. Wir nennen f eine C*-Einbettung g.d.w. f injektiv, C* und eine Immersion ist und
f71: f(U) = U stetig ist.

Immersion

fiR - R2, f(t) = (tStZ t)

ist eine Immersion, aber keine Einbettung.

Beweis:

ps)= ()

ist injektiv, denn fir jedes t € Rist D f(t) # 0. Das heisst, Ker(Df(t)) = {0}. Also ist D f(t)
injektiv fur alle £ € R.

f ist keine Einbettung, denn f ist nicht injektiv. Zum Beispiel ist f(1) = f(—1) = (0,1).

Submersion
g:R2 =R g(x,y) ==

ist eine Submersion.

Beweis:
Dg(z,y) = (1 0)

ist surjektiv, denn fiir jedes z € R ist
z
Dyla)(:,0) = (1 0)(§) =2

Alternativ konnte man bemerken, dass der Rang von Dg(z,y) = 1 ist fiir alle (z,y) € R2.

Einbettung
h:R — R2,h(t) == (é)

ist eine Einbettung.
Beweis:

h ist eine Immersion:

Dh(t) = (é)

ist injektiv, denn fir jedes ¢t € R ist Dh(t) # 0. Das heisst, Ker(Dh(t)) = {0}. Also ist Dh(t)
injektiv fiir alle t € R.



h ist injektiv:
Seien t, s € R mit h(t) = h(s). Dann st (¢,0) = (s,0), also t = s.

h ist offensichtlich C'*°.
h~1 ist stetig:
h1:Rx{0} >R
h1(t,0) =t

Das ist (fast) die Identitats-Funktion (id), also stetig.
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