
Immersion, Submersion, Einbettung
Definition: (aus dem Skript von Dr. Ziltener)
Sei 𝑥 ∈ 𝑈  ein Punkt, in dem 𝑓  differenzierbar ist. Wir sagen, dass 𝑓  im Punkt 𝑥 eine Immersion ist,
g.d.w. 𝐷𝑓(𝑥) injektiv ist. Wir sagen, dass 𝑓  im Punkt 𝑥 eine Submersion ist, g.d.w. 𝐷𝑓(𝑥) surjektiv
ist. Wir sagen, dass 𝑓  eine Immersion / Submersion ist, g.d.w. 𝑓  in jedem Punkt eine Immersion /
Submersion ist. Wir nennen 𝑓  eine 𝐶𝑘-Einbettung g.d.w. 𝑓  injektiv, 𝐶𝑘 und eine Immersion ist und
𝑓−1 : 𝑓(𝑈) → 𝑈  stetig ist.

Immersion

𝑓 : ℝ → ℝ2, 𝑓(𝑡) ≔ (𝑡
3 − 𝑡
𝑡2 )

ist eine Immersion, aber keine Einbettung.

Beweis:

𝐷𝑓(𝑡) = (3𝑡
2 − 1
2𝑡 )

ist injektiv, denn für jedes 𝑡 ∈ ℝ ist 𝐷𝑓(𝑡) ≠ 0. Das heisst, Ker(𝐷𝑓(𝑡)) = {0}. Also ist 𝐷𝑓(𝑡)
injektiv für alle 𝑡 ∈ ℝ.

𝑓  ist keine Einbettung, denn 𝑓  ist nicht injektiv. Zum Beispiel ist 𝑓(1) = 𝑓(−1) = (0, 1).

Submersion
𝑔 : ℝ2 → ℝ, 𝑔(𝑥, 𝑦) ≔ 𝑥

ist eine Submersion.

Beweis:

𝐷𝑔(𝑥, 𝑦) = (1 0)

ist surjektiv, denn für jedes 𝑧 ∈ ℝ ist

𝐷𝑔(𝑥, 𝑦)(𝑧, 0) = (1 0)(𝑧0) = 𝑧

Alternativ könnte man bemerken, dass der Rang von 𝐷𝑔(𝑥, 𝑦) = 1 ist für alle (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2.

Einbettung

ℎ : ℝ → ℝ2, ℎ(𝑡) ≔ (𝑡
0)

ist eine Einbettung.

Beweis:

ℎ ist eine Immersion:

𝐷ℎ(𝑡) = (10)

ist injektiv, denn für jedes 𝑡 ∈ ℝ ist 𝐷ℎ(𝑡) ≠ 0. Das heisst, Ker(𝐷ℎ(𝑡)) = {0}. Also ist 𝐷ℎ(𝑡)
injektiv für alle 𝑡 ∈ ℝ.



ℎ ist injektiv:
Seien 𝑡, 𝑠 ∈ ℝ mit ℎ(𝑡) = ℎ(𝑠). Dann ist (𝑡, 0) = (𝑠, 0), also 𝑡 = 𝑠.

ℎ ist offensichtlich 𝐶∞.

ℎ−1 ist stetig:

ℎ−1 : 𝑅 × {0} → ℝ

ℎ−1(𝑡, 0) ≔ 𝑡

Das ist (fast) die Identitäts-Funktion (id), also stetig.
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