Ubungen Taylorentwicklung fiir Funktionen mehrerer Variablen
Wir erinnern uns an die Definition des Taylorpolynoms fiir eine Funktion f : R® — R:
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Das Taylorpolynom fiir eine Funktion mehrerer Variablen sieht ganz dhnlich aus wie fiir eine
Funktion einer Variable f : R — R:
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Der Unterschied ist, dass tiberall wo vorhin ein k € N, stand, nun ein Multi-Index a € N steht. Wir
mochten zuerst diese Multi-Index-Notation repetieren.

Multi-Index-Notation

Mit einem Multi-Index o € N} bezeichnen wir eine n-Tupel von natiirlichen Zahlen, also o =
(aq,ag, ..., v, ). Zum Beispiel ist o = (2, 1,0) ein Multi-Index in N3. Mit dem Multi-Index o kénnen
wir verschiedene Operationen durchfiithren:

s la| = a; + ay + ... + ,,: Ordnung (Lange) des Multi-Index

« al=oq!-ay!- ... - «a,!: Fakultit des Multi-Index
« (¥) = E fiir k = |o/: Multinomialkoeffizient
e 2% = z7'wy%...x%: Potenz von z mit Multi-Index

« D%f(z) = D" Dy*...D%~ f(x): Ableitung von f mit Multi-Index
Seien a = (2,1,0), z = (—1,2,4) und f(x) = 22z,x3. Dann berechnen wir:
o] =2+1+0=3

al=21-11.01=2
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(a) 21

% =2ir, = (—1)2.2=2

D*f(x) = DD, f(x) = 223

Taylorentwicklung
Wir mochten nun das Taylorpolynom der Funktion f(x) = €® cos(y) um (z, y,) = (0,0) zur
Ordnung m = 2 berechnen. Dazu berechnen wir zuerst die partiellen Ableitungen von f bis zur
Ordnung m = 2:

Dy f(z,y) = e cos(y)

Dy f(z,y) = —e”sin(y)

D} f(z,y) = e® cos(y)

D, D, f(z,y) = —e” sin(y)

D} f(z,y) = —e” cos(y)

Diese werten wir an der Stelle (z,y,) = (0,0) aus:



D, (g, o) = €° cos(0) =1

D, f(xq, yo) = —€°sin(0) = 0

D} f(x0,Yo) = €” cos(0) = 1

Dy D; f(x4,Yo) = —€°sin(0) = 0

D f(xg,yp) = —€° cos(0) = —1
Nun koénnen wir das Taylorpolynom berechnen:
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