
Beispiele Ableitungen in ℝ𝑛
Wir betrachten im Folgenden die beiden Funktionen

𝑓 : ℝ3 → ℝ2, 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ≔ (𝑥1𝑥2𝑒𝑥3 )

𝑔 : ℝ2 → ℝ1, 𝑔(𝑦1, 𝑦2) ≔ 𝑦21 + 𝑦32

Partielle Ableitungen
Die partiellen Ableitungen von 𝑓  und 𝑔 sind

𝜕𝑓
𝜕𝑥1

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥20 ),
𝜕𝑓
𝜕𝑥2

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥10 ),
𝜕𝑓
𝜕𝑥3

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ( 0
𝑒𝑥3)

𝜕𝑔
𝜕𝑦1

(𝑦1, 𝑦2) = 2𝑦1,
𝜕𝑔
𝜕𝑦2

(𝑦1, 𝑦2) = 3𝑦22

Jacobi-Matrix
Nun, da wir die partiellen Ableitungen berechnet haben, können wir auch die Jacobi-Matrizen
bestimmen:

𝐽𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ( 𝜕𝑓
𝜕𝑥1

𝜕𝑓
𝜕𝑥2

𝜕𝑓
𝜕𝑥3

) = (𝑥20
𝑥1
0

0
𝑒𝑥3)

𝐽𝑔(𝑦1, 𝑦2) = ( 𝜕𝑔
𝜕𝑦1

𝜕𝑔
𝜕𝑦2
) = (2𝑦1 3𝑦22)

Gradient
Der Gradient ist einfach die Transponierte der Jacobi-Matrix:

∇𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥20
𝑥1
0

0
𝑒𝑥3)

𝑇

=
(
((
(𝑥2𝑥1
0

0
0
𝑒𝑥3)
))
)

∇𝑔(𝑦1, 𝑦2) = (2𝑦1 3𝑦22)
𝑇 = (2𝑦13𝑦22

)

Totale Ableitung
Die totale Ableitung (falls sie existiert) ist die Matrixmultiplikation der Jacobi-Matrix mit einem
Vektor:

𝑑𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) = 𝐽𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ⋅
(
((
(𝑣1𝑣2
𝑣3)
))
) = (𝑥20

𝑥1
0

0
𝑒𝑥3)

(
((
(𝑣1𝑣2
𝑣3)
))
) = (𝑥2𝑣1 + 𝑥1𝑣2𝑒𝑥3𝑣3

)

𝑑𝑔(𝑦1, 𝑦2)(𝑤1, 𝑤2) = 𝐽𝑔(𝑦1, 𝑦2) ⋅ (
𝑤1
𝑤2
) = (2𝑦1 3𝑦22)(

𝑤1
𝑤2
) = 2𝑦1𝑤1 + 3𝑦22𝑤2

Kettenregel
Sei ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 .

Die Kettenregel funktioniert ganz analog wie in ℝ:

𝑑ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑑(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
= 𝑑𝑔(𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) ∘ 𝑑𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)



Einfacher ist es, die Jacobi-Matrizen zu multiplizieren:

𝐽ℎ(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝐽𝑔(𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) ⋅ 𝐽𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

= 𝐽𝑔(𝑥1𝑥2, 𝑒𝑥3) ⋅ 𝐽𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

= (2𝑥1𝑥2 3𝑒2𝑥3) ⋅ (
𝑥2
0
𝑥1
0

0
𝑒𝑥3)

= (2𝑥1𝑥
2
2

0
2𝑥21𝑥2
0

0
3𝑒3𝑥3)
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