Lineare Differentialgleichungen
Beispiele von Differentialgleichungen:

u+u=0
U = u?
1
u+u-;

Man nennt eine Differentialgleichung vom Grad n, wenn die hochste Ableitung von w in der
Differentialgleichung die Ordnung n hat. Die Differentialgleichung % + v = 0 ist also vom Grad 1,
die Differentialgleichung 7 = u? ist vom Grad 1, die Differentialgleichung i + u = % ist vom Grad 2.

Eine Differentialgleichung heisst linear, wenn sie von der Form
a,u™ +a, u™ Y + L+ a0+ agu = f(t)
ist. Falls ausserdem f(t) = 0 ist, heisst die Differentialgleichung homogen, sonst inhomogen.

Die Differentialgleichung % + u = 0 ist linear und homogen, die Differentialgleichung u = u? ist
nicht linear, die Differentialgleichung i + u = 1 ist linear und inhomogen.

Losung von homogenen, linearen Differentialgleichungen

Homogene, lineare Differentialgleichungen kénnen mit Hilfe des Ansatzes u(t) = e gelost werden.

Zur Hlustration 16sen wir das Anfangswertproblem

U+u—2u=0
u(0) =0
w(0) = 3

Als erstes berechnen wir die Ableitungen von u(t):

= e M

i = A2eM
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
A2er 4 deM —2eM =0

Nun kénnen wir ausnutzen, dass V¢ € C e** # 0 ist und erhalten so das charakteristische

Polynom:
AM+A-2=0
Die Losungen dieses Polynoms sind A; = 1 und A, = —2. Unser Ansatz gibt uns also zwei
Lésungen:
uy(t) =€t

Gemass Superpositionsprinzip ist jede Linearkombination von u, (t) und u,(t) ebenfalls eine Losung
der Differentialgleichung. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also

u(t) = cret + cpe?t

Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich durch Einsetzen der Anfangsbedingungen:



U(O):CI+02=0
u(o):C1_202:3

Lost man dieses lineare Gleichungssystem, so erhilt man ¢; = 1 und ¢, = —1. Die Losung des
Anfangswertproblems ist folglich
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