Eeis_piel 2412 esooy’—2y —8y=0,y(1)=1, y{(-l)::. 0

Lﬁsuﬁg: Wir machen einen Euler-Ansatz
y(a) = e,
Das Einsetzen des Euler-Aunsatzes in die Differenzialgleichung liefert,
AeM oM 8N =,
Es ergibt sich also das folgende charakteristische Polynom
M_2x-8=A-4)(A+2)=0.

Wir haben somit die zwei Nullstellen 4, —2. Beide Nullstellen sind reell und kommen je einmal vor
(Vielfachheit 1). Somit ist

das Fundamentalsysteni. Die allgemeine Losung launtet somit
y(x) = Ae + Be ",
wobei A, B, C Konstanten sind, welche aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kénnen.
Die Anfangsbedingungen implizieren
y(1) = Ae! + Be 2 =1, y'(1) =44e* —2Be 2 =0.
Es folgt A = 1/3e~* und B = 2/3¢%. Somit lautet die gesuchte Losung

1 ys 2
y(x) = 5@"-“—‘1 + 562—2.1:_



Beispiel 24.1.3 soo y" + 4y + by = 0, y(0) o 0, ¥/(0) = 1.

Lésung: Wir machen einen Euler-Ansatz
y(z) = e,
Das Einselzen des Euler-Ansatzes in die Differenzialgleichung liefert das folgende charakteristische
Polynom
Midr+5=0.
Das Polynoin hat die Nullstellen —2+i. Beide Nullstellen kommen je einmal vor (haben Vielfachheit
1). Somit ist
e(-‘.!i-i}z" ﬁ(—z—i}a-.
das Fundamentalsystem. Die allgemeine Lisung lautet somit
y(z) = Ae(-2+02 | Be(-2-Dz

wobei A, B,C' Konstauten sind, welche aus den Anfangsbedingungen bestinunt werden konnen.
Falls komplexe Nullstellen vorkonmunen, ist es im Allgemeinen nicht elegant, die Lisung in der
obigen Form zu lassen. Statt dessen benutzt man die Eulerschen Formeln

ir —ix ir —iz
" e —e e” +e
sin(x) = — cos(z) = ——

um den Term Ae™ + Be™ ™ als Acos(zx) + Bsin(z) zu schreiben. A und B sind neue Integrati-
onskonstanten, welche spiter anch aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden kénnen. Wie
kommt man aber auf diese Form? Es gibt einen iathematischen Satz der besagt, dass die Losung
einer reellen Differenzialgleichung (d.h. einer Differenzialgleichung mit reellen Koeffizienten) immer

reell ist. Deswegen gilt fiir die Losung y(2) = y(x). Aus dieser Bedingung folgt
y(@) = e (Ae" + Be ™) L y(z) = e 2" (Ae~'* + Be').
Daraus folgt A = B baw. B = A. Damit kann man die Losung y(z) wie folgt nmscleiben
yI::L'] - E-ZI(AE,'{:! + Bre-m)
= ¢~ 2 (Re(A)e™ + ilm(A)e™ + Re(A)e '™ — ilm(A)e™ ™)

= e~ 2* |Re(A) (¢' + ™) +ilin(A) (¢'* — e *)
e g N —

L =2cosx =2isinx

=

= e~ 2 |2Re(A) cosz —2Im(A) sinz | = e~ ?*(Asin(z) + B cos(z)).
D S

=




Fiir die allgemeine Losung der obigen Differenzialgleichung ergibt sich somit mit diesen Umfor-
mungen
y(z) = e (A cos(x) + Bsin(x)),

wobei A = 2Re(A) und B = —2In(A). Die Konstanten A bzw. B kénnen nun aus den Anfangsbe-
dingungen bestinunt werden

Es [olgt
Y (2) = 2" Bsinz 4 e *Beosz = 3 (0)=B=1.

Somit lautet die gesuchte Losung

=2

y(x) = e sinw,



